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Introduzione
Motivazione
Outline

Cenni Storici

Teoria dei Giochi: Nasce a meta del 1900, grazie ai contributi di John
von Neumann e Oskar Morgenstern, con I'intento di descrivere
matematicamente l'interazione tra individui razionali.

Teoria Evolutiva dei Giochi: Nasce circa 40 anni dopo, grazie al
contributo di John Maynard Smith e George R.Price, con l'intento di
descrivere matematicamente conflitti tra animali.
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Introduzione
Motivazione
Outline

Concetti Fondamentali

Teoria dei Giochi:
o Strategie pure e miste;
o Equilibri di Nash;
o Equilibri correlati
Teoria Evolutiva dei Giochi:
o Strategie Evolutivamente Stabili (ESS);
@ Dinamica di gioco;

o Punti di equilibrio della dinamica di gioco.
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Introduzione
Motivazione
Outline

Outline

Teoria Evolutiva:
o Giochi Simmetrici: ESS, dinamica di gioco;
o Esempi: il gioco Carta-Sasso-Forbice;
@ Giochi Asimmetrici: ESS, dinamica di gioco;
@ Dinamica di gioco ed equilibri correlati:
Un'applicazione:
@ Introduzione del modello;
o Dinamica di gioco;
o Esempi numerici

Conclusioni
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Strategie Evolutivamente Stabili
Dinamica di Gioco
Esempio: il Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato

Teoria Evolutiva dei Giochi

Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi
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Strategie Evolutivamente Stabili
di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
metrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Giochi a Due Giocatori

Il giocatore | gioca le righe, il giocatore Il le colonne.

o Gioco Asimmetrico: rappresentato dalla bimatrice dei payoff
P=(ABT)

- B (a11, b11) (212, bo1)
P= (A7 BT) - |:(a21,b1;) (alia b§2):|

o Gioco Simmetrico: rappresentato dalla bimatrice dei payoff
P=(AAT)

P=(AAT) = [(311,311) (a12,az1)] _ {311 312}
’ (‘3217 312) (322, 322) a1  a»
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Strategie Evolutivamente Stabili
. . P Dinamica di Gioco
Teoria Evolutiva dei Giochi Esempio: il Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi metric

Dinamica ed Equilibri Correlati

Equilibri di Nash

@ Gioco Asimmetrico:

Definizione

Un coppia di strategie (p,q) € S, X Sp, € equilibrio di Nash se
p’Aq>x"Aq Vx#peES,

q’'Bp>y'Bp Vy#qé€ Sy

@ Gioco Simmetrico:

Definizione

Un equilibrio di Nash (p,q) si dice simmetrico se p = q, cioé se i due
giocatori utilizzano la stessa strategia.
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Strategie Evolutivamente Stabili

Dinamica di Gioco

Esem oco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici

Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Definizione

Una strategia p € S, & evolutivamente stabile (ESS) se, per ogni
q#p < S, esiste €(q) € (0,1) tale che vale

q’A(eq+(1-€)p) <p"A(eq+ (1 —¢)p) (1)

perognie: 0 < e<é€dq) .

@ Ogni ESS & equilibrio di Nash;
@ Ogni equilibrio di Nash stretto e ESS;
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Evolutivamente Stabili
di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
metrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Equazioni della Replicazione

Consideriamo una vasta popolazione che dispone di n strategie,
Ei,...,E,, con matrice del gioco U:

Definizione

Lo stato della popolazione é un vettore x € S, la cui componente i-esima
e la frequenza con cui viene usata la strategie E; all'interno della
popolazione.

Equazioni della Replicazione:
Xi = X; ((Ax),- — xTAx) i=1...n, (2)

con A matrice in R"*" tale che a; = E/ UE;.
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Strategie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi

Dinamica ed Equilibri Correlati

Altre Dinamiche

Dinamiche a Payoff Monotono:
5(,' = X,'g,'(X)
tale che gj(x) > gj(x) se e solo se (Ax); > (Ax);.

Un esempio noto

X = x; ek(Ax),- o ijek(Ax)j , (3)
j=1
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ie Evolutivamente Stabili
di Gioco
ioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
etrici
Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Relazione tra Equilibri di Nash e Punti di Equilibrio della
Dinamica

Teorema

Valgono le seguenti proprieta:

©Q Se z é un equilibrio di Nash per il gioco, allora é punto di equilibrio
per (2);

@ Se z e un punto di equilibrio stabile per (2), allora é equilibrio di
Nash per il gioco;

@ Se z ¢ un punto limite di un’orbita interna per (2) ( cioé
3¢ # z € intS, tale che lim;_,oc P(t,&) = z), allora & un equilibrio di
Nash per il gioco.

Q Sez é ESS per il gioco , allora é un punto di equilibrio
asintoticamente stabile per (2).

Q sez € intS, é ESS per il gioco, allora é punto di equilibrio
globalmente asintoticamente stabile.
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ie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

|| Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato

con € > 0.
Unico equilibrio di Nash: z = (3, 3,1).
Nella dinamica della replicazione:

@ per € > 1: z & ESS e quindi globalmente asintoticamente stabile.

N

@ per e = 1: z non & ESS ma ¢ stabile (non asintoticamente);
@ per e < 1: z non & ESS ed & instabile;

Benedetta Bizzarri Dinamiche Evolutive ed Equilibri Correlati



Strategie Evolutivamente Stab
amica di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
nmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

L L . L L L €2=(p1.0)
0 0.4 0.2 03 04 05 06 07 0.8 09 1

Figura: Orbite del sistema della replicazione per € > 1
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Strategie Evolutivamente Stab
amica di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
nmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

L L . L L L €2=(p1.0)
0 0.4 0.2 03 04 05 06 07 0.8 09 1

Figura: Orbite del sistema della replicazione per e =1
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Strategie Evolutivamente Stab
amica di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
nmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

wZ=(1BBA3)

£2=(0.1,0)
) o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura: Orbite del sistema della replicazione per € < 1
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Evolutivamente Stabili
) Introduzione di Gioco
Teoria Evolutiva dei Giochi o il Gioco Sasso-Carta-Forbics Generalizzato

Dinamica ed Equlllbn Correlati

Giochi Asimmetrici

Un coppia di strategie (p,q) € S, X S, si dice evolutivamente stabile per
un gioco asimmetrico a due specie se

pTAq>x"Aq Yx#peS, (5)

q'Bp>y'Bp Vy#qe€ Sy (6)

@ Una coppia di strategie & evolutivamente stabile se e solo se & un
equilibrio di Nash stretto.

@ Una coppia di strategie evolutivamente stabile & necessariamente in
strategie pure.

/K,,'m S
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Evolutivamente Stabili
) Introduzione di Gioco
Teoria Evolutiva dei Giochi Gioco Sasso-Carta-Forbice Ganeralzzato

Dinamica ed Equlllbn Correlati

Dinamica di Gioco Asimmetrica

Sia x; la frequenza della strategia E; nella specie X e y; la frequenza della

strategia F; nella specie Y; si ottiene il sistema della replicazione:
X; = X; ((Ay)i fxTAy) Vi=1,...,n

7

yi= yj((Bx) TBx) Vi=1,...,m (7)

per (x,y) € S, X Sy
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Strategie Evolutivamente Stabili
. . PRV Dinamica di Gioco
Teoria Evolutiva dei Gioch e q ;
ria Bvolutiv: ! Slochi Esempio: il Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato

Dinamica ed Equilibri Correlati

Relazione tra Equilibri di Nash e Punti di Equilibrio della
Dinamica

Teorema

Valgono le seguenti proprieta:
Q se (z,w) e un equilibrio di Nash, allora & un punto di equilibrio per
la dinamica (7);
Q se (z,w) e un punto di equilibrio stabile per (7), allora é equilibrio di
Nash;

Q se (z,w) é un punto limite di un’orbita interna (cioé esiste
(x°,¥°) € int(S, x Sp), diverso da (z,w) tale che
lim;— 0o ®(t, (x°,y°) = (z,w)), allora & un equilibrio di Nash;
Q (z,w) e ESS se e solo se e punto di equilibrio asintoticamente stabile.

Ja
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Evolutivamente Stabili
di Gioco

io: il Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
immetrici

Teoria Evolutiva dei Giochi

Equilibri Correlati

Un equilibrio correlato & una distribuzione di probabilita p su S, x Sy,
tale che, detta pj; la probabilita assegnata alla coppia (xi,y;),
Vi€ {1,...,n} si ha che

> wa = Y way Vi€ {1, on} ®)
j=1

evVje{l,...,m}

D wiby= Y wgby Vi€ {L...m} ®)
i=1 i=1

o L'insieme degli equilibri correlati & non vuoto;

@ ogni equilibrio di Nash & un equilibrio correlato;
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Strategie Evolutivamente Stabili
Dinamica di Gioco
Esempio: il Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato

Teoria Evolutiva dei Giochi

Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Giochi 2 x 2
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Strategie Evolutivamente Stabili
i ioco
Esempio! Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Giochi Asimmetrici

_ [(a11, b11) (a2, b12)
(A7 B) - |:(32]_, bZi) (3223 bli):| )

Senza perdita di generalita consideriamo

_ (070) (041761)
(A.B) = [(az,ﬂz) (0,0) } :

con dove «; = a;; — aj; e B = b — bj.
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Evolutivamente Stabili
di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Equilibri

@ Unico equilibrio di Nash in strategie miste (p, q), per esempio se
ag,ap > 0 e P, 82 < 0 = l'esistenza di una funzione di Lyapunov
non stretta per (p,q) garantisce la stabilita;

@ Unico equilibrio di Nash in strategie pure:

o dominazione forte: asintotica stabilita del corrispondente punto di
equilibrio

o dominazione debole: il calcolo degli esponenti di Lyapunov permette
di concluderne la stabilita;

© Un equilibrio di Nash in strategie miste e due stretti in pure:
corrispondenti punti di equilibrio asintoticamente stabili.
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Strategie Evolutivamente Stabili
. . PRV Dinamica di Gioco
Teoria Evolutiva dei Giochi Esem Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi mmetri
Dinamica ed Equilibri Correlati

Giochi Simmetrici

a a
A— |1 a1
a1 axp
possiamo ricondurci al gioco
(651 0
A= ,
0 (%]

coNn (x; = ai1 — a1 € (xp = agy — ai2.

Dinamiche Evolutive ed Equilibri Correlati
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Strategie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi : q ;
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato

Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Equilibri

Q Unico equilibrio di Nash stretto in strategie pure (ESS): punto di
equilibrio asintoticamente stabile;

@ Due equilibri di Nash stretti (ESS) ed uno in strategie miste:
convergenza verso le ESS.

@ Due equilibri di Nash in strategie pure ed uno in miste (ESS):
convergenza verso la ESS.
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Strategie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Giochi 2 x 2

@ Se I'equilibrio di Nash & unico = unico equilibrio correlato;

Q@ Altrimenti = |'insieme degli equilibri correlati & combinazione lineare
degli equilibri di Nash;

Quindi

@ stabilita o asintotica stabilita dell’equilibrio di Nash;

@ caso banale: ogni strategia & nel supporto dell'equilibrio correlato.
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Strategie Evolutivamente Stabili
Dinamica di Gioco
Esempio: il Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato

Teoria Evolutiva dei Giochi

Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Giochi 4 x 4
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Strategie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Un Nuovo Gioco

0 -1 € -
€ 0 -1 —«
Ao = -1 € 0 —a |’ (10)

%—I—a 6514—04 %4—04 0
dovee€ (0,1) e 0 << (1—¢)/3.
o Unico equilibrio di Nash: e, = (0,0,0, 1).
@ Unico equilibrio correlato v = e; ® e4.
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Strategie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi : q ;
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici

Dinamica ed Equilibri Correlati

Decomposizione della Dinamica

Obiettivo: verificare che I'insieme
MN:={x€ 5 :x =0,xxx; =0}

attrae le orbite vicine, per « piccolo.

Idea: decomporre la dinamica della replicazione in intS; come un
andamento decrescente lungo la componente x4 ed un movimento
spiraleggiante verso |'esterno intorno al segmento Ej.

(11)
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Strategie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Conclusioni

@ «a > 0 sufficientemente piccolo = la strategia usata nell'unico
equilibrio correlato del gioco (15), es, tende ad essere abbandonata
per t — 0o, ovvero xa(t) — 0.

@ Andamento qualitativo delle orbite: decrescono lungo la direzione x4
con movimento spiraleggiante, avvicinandosi al bordo del simplesso
con x4 = 0.
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Evolutivamente Stabili
di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Estensione

Questi risultati si estendono facilmente ad altre dinamiche, per esempio a
payoff monotono, e ad ogni gioco del tipo

ap b c d
A |la a b3 d
A= bl C» as d3 (12)
i b 3 a
tale che
3 3
b < a; < ¢, i=1,23, H(a; — b,‘) > H(C,‘ — a,-) (13)
i=1 i=1
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Strategie Evolutivamente Stab
amica di Gioco
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
simmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Dinamica della replicazione
Dinamica (3) con k=1

24=(000.1)

—

Figura: e = % o =0.01

Benedetta Bizzarri Dinamiche Evolutive ed Equilibri Correlati



Strategie Evolutivamente Stabili

Dinamica di Gioco

Esempi | Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato
Giochi Asimmetrici

Dinamica ed Equilibri Correlati

Teoria Evolutiva dei Giochi

Dinamica della replicazione
Dinamica (3) con k=1

24=(000.1)

€2=0,100)
1

Figura: e = %, o =0.01
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Strategie Evolutivamente Stabili

Teoria Evolutiva dei Giochi : q ;
Gioco Sasso-Carta-Forbice Generalizzato

Giochi Asimmetrici
Dinamica ed Equilibri Correlati

Dinamica ed Equilibri Correlati

o Giochi 2 x 2: le strategie nel supporto di un equilibrio correlato non
vengono eliminate;

o Giochi 3 x 3: stesse conclusioni;

o Giochi 4 x 4: risultato opposto: per il particolare gioco

0 -1 € -
€ 0 -1 -
Ao = -1 € 0 —a |’ (15)

e—1 e—1 e—1
T ta S+a S+a 0

con € < 1 e a > 0 piccolo, I'unica strategia nel supporto dell'unico
equilibrio correlato tende ad essere eliminata.
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Un'Applicazione al Problema di
Immigrazione ed Integrazione
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco

Un’Applicazione Esempi Numerici

[l Modello

Due popolazioni:
o A: cittadini di uno stato, forniscono i servizi piu essenziali;

o B: immigrati, devono accedere ai servizi, superando |'ostacolo della
lingua, dell'integrazione, dell’eventuale ostilita dei cittadini;

Strategie possibili:
@ un individuo di A puo
@ comportarsi in modo ostile — strategia N;
@ comportarsi in modo accogliente — strategia W;
@ un individuo di B puo:
@ integrarsi, quindi essere in grado di esprimersi nella lingua locale —

strategia L;
@ non integrarsi e quindi non essere in grado di farsi comprendere —

strategia H;
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco

Un’Applicazione Esempi Numerici

Bimatrice del Gioco

(u(N, L), v(N, L))  (u(N,H),v(N,H))
(u(W,L),v(W, L)) (u(W,H),v(W,H))

dove u e v sono rispettivamente la funzione payoff di A e di B.
Supponiamo v(W, L) > v(N, L) e v(W, H) > v(N, H).

@ u dipende dal grado di avversione di un cittadino verso un immigrato;

o v dipende dall'ottenimento o meno del servizio richiesto, dalla
percezione della discriminazione e dal costo richiesto per integrarsi
(per la strategia L).
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco

Un’Applicazione Esempi Numerici

Gioco Equivalente

(0’0) (31’b2)
(4.8)= [( b) (0.0 ] ’

con a; = aj — ajj e bi = b — bj;.
Ipotesi: a, > 0 e non si ha mai by > 0 e b, > 0 contemporaneamente.

Il segno di a; dipende dalla soddisfazione nell'ostacolare un individuo di
B:

o se & maggiore dell'avversione: a; < 0;
o altrimenti: a; > 0.

Il segno di by, by dipende dal costo per imparare la lingua:
@ se & molto piccolo rispetto agli altri parametri: by > 0, by < 0;
@ se & molto grande rispetto agli altri parametri: by < 0, by, > 0;
@ altrimenti: by <0, b, < 0.
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco

Un’Applicazione Esempi Numerici

Equilibri di Nash: 6 casi

Q a1 >0, aa >0, by >0, by < 0: unico equilibrio in strategie pure
(e, e1) con payoff (az, by);

Q a1 <0, a >0, by >0, by <0: come nel caso precedente;

Q a1 >0, a2 >0, by <0, by <0: unico equilibrio in strategie miste
(x,y) con x = (blilbz’ bl’j:bz) =(x,1—x)e

ai a

y= (+ +) =1-y)

Q a1 <0, a>0, by <0, by <0: unico equilibrio (e, e;) con payoff
(0,0);

Q@ a3 >0, a>0, by <0, by > 0: unico equilibrio (e, e;) con payoff
(a1, b2);

Q a1 <0, aa >0, by <0, by, > 0: come nel caso 4.
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco

Un’Applicazione Esempi Numerici

Equazioni di Gioco

Siano p=(p,1 —p) e g =(q,1 — q) gli stati della popolazione
rispettivamente A e B.

Le equazioni della replicazione risultano

p=p(1—p)(a1 — q(ar + a2))
g=q(1—q)(br — p(b1 + b2))

La dinamica (3) per I'applicazione diventa:

p=p(1—p) (el —ea)
g =q(1— q) (ek(7P) — ek2p)

Per k — 0 si approssima la dinamica della replicazione.
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco

Un’Applicazione Esempi Numerici

Punti di Equilibrio della Dinamica

| punti (0,0), (1,1), (1,0), (0,1) e (x,y) sono punti di equilibrio per la
dinamica della replicazione (16).
Possiamo concludere che
@ nei casi 1,2,4,5,6 'unico equilibrio di Nash & ESS = &
asintoticamente stabile;
@ nel caso 3 l'unico equilibrio di Nash non & ESS = non &
asintoticamente stabile; tuttavia la funzione

V(p,q) =bilnp+byIn(l—p)—ai1lng—aIn(l —q) —c,

c tale che V(x,y) =0, risulta essere di Lyapunov per (x1,y1) =
I'equilibrio di Nash & stabile.

Benedetta Bizzarri Dinamiche Evolutive ed Equilibri Correlati



Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco
Esempi Numerici

Un’Applicazione

Dinamica (3), k=1
Dinamica della Replicazione

caso 1

Figura: Caso 1
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco
Esempi Numerici

Un’Applicazione

Dinamica (3), k=1
Dinamica della Replicazione

caso 2

Figura: Caso 2
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Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco
Esempi Numerici

Un’Applicazione

Dinamica (3), k=1
Dinamica della Replicazione

Figura: Caso 3

Benedetta Bizzarri Dinamiche Evolutive ed Equil

ri Correlati




Il Modello
Equilibri e Dinamica di Gioco
Esempi Numerici

Un’Applicazione

Dinamica (3), k=1
Dinamica della Replicazione

caso 4
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razionalita dei giocatori sostituita dalla dinamica di gioco;
nuovo concetto di ESS;

congruenza tra le due teorie: convergenza verso ESS quindi verso gli
equilibri di Nash;

non immediato il rapporto tra equilibri correlati e dinamica del
gioco:

o per una speciale classe di giochi 4 x 4 le strategie usate nell'unico
equilibrio correlato vengono eliminate per particolari dinamiche di
gioco;

e cio non si verifica nei giochi 2 x 2 e 3 x 3;

teoria molto utile anche in contesti diversi da quello biologico, per
cui & stata sviluppata.

&
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