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Motivazione
Ipotesi di base

Motivazione

Nell'ambito dei processi decisionali molti problemi possono coinvolgere la
comparazione di sottoinsiemi di un insieme N di oggetti sul quale & noto
un sistema di preferenze.

Come derivare un sistema di preferenze su P(N) compatibile con quello
sugli elementi di N'?

Due approcci:

@ approccio assiomatico
(Bossert (1995), Puppe (1996), Barbera et al. (2004), etc...);

@ teoria dei Giochi Cooperativi e Semivalori
(Moretti, Tsoukias (2012), Lucchetti, Moretti, Patrone (2013)).
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Motivazione
Ipotesi di base

Ipotesi di base

Le preferenze di un individuo su un insieme X sono rappresentate dalla
relazione binaria :=C X x X che genera la coppia (~, >=):

@ relazione d'indifferenza:

Y,y e X (x~y e (xzy Ay =x))
o relazione di preferenza stretta:

Vx,ye X (x =y < (x>=yVy = x)).

riflessiva, transitiva e completa = preordine totale,

= e
> e riflessiva, transitiva, antisimmetrica e completa = ordine totale.

Definizione

Dato un preordine totale = su N, diciamo che il preordine totale J su
P(N) é un’estensione di > se

Vx,y €N (x =y & {x} 2{y}) j}
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Approccio Assiomatico te co mpleta Inc

e di Elementi

Approccio Assiomatico
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Introduzione
Approccio Assiomatico Scelte in un contesto di Completa Incertezza

2
di un Insieme di Elementi

Scelte in un contesto di Completa Incertezza

Gli insiemi sono formati da oggetti mutualmente esclusivi, solo uno verra
estratto secondo una distribuzione di probabilita sconosciuta all’agente.

Assiomi (Kannai and Peleg)
Simple Dominance: per ogni x,y € N
x=y={x}3{xy} 3y}
Independence: per ogni A, B € 2N\ () e per ogni x € N'\ (AU B)
AJB= AU{x} JBU({x}.

Teorema

Se O & un preordine totale su 2V \ () che soddisfa dominanza semplice ed
indipendenza, per ogni A € 2N\ (), A ~ {max(A), min(A)}.
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Approccio Assiomatico un contesto di Completa Incertezza

Sia N = {X17X2,X3} € X1 > X > X3,
Minmax J,,,.: per ogni A, B € 2N\ 0§,
A dmnxB  se
{min(A) = min(B) or (min(A) ~ min(B) and max(A) = max(B))}
{Xl} Tmnx {Xl-, X2} :Imnx{X2} Tmnx {X17X23X3} ~mnx {X1~X3} Tmnx
{XZaX3} mnx {X3}
Maxmin J,,.,: per ogni A, B € 2V \ (),
A dmanB  se
{max(A) > max(B) or (max(A) ~ max(B) and min(A) = min(B))}
{Xl} Tmnx {X17X2} :Imnx{xlax2ax3} > mnx {X13X3} Tmnx {X2} Tmnx
{X2ax3} “Imnx {XB}
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Approccio Assiomatico Scelte in un di Completa Incertezza

ne di Elementi

Liberta di Scelta

Gli insiemi sono formati da oggetti mutualmente esclusivi e la scelta
finale viene effettuata dall'agente stesso.

Assiomi (Kreps)

Extension Robustness: per ogni A,B € 2N\ ) (AJ B = A~ AU B).

Indirect-Utility Jy: per ogni A, B € 2V \ 0),
Ay B se max(A) = max(B).

{X1,X2,X3} ~u {X1,X2} =u {X1,X3} =u {X1} —u {X27X3} ~u {Xz} Ju {X3}

Perd {x1,x3} offre pit opportunita di scelta di {x;}!
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Assiomi (Pattanaik and Xu)

Indifference between No-Choice: Vx,y € N {x} ~ {y}.
Simple Expansion Monotonicity: Vx,y € N {x,y} 2 {x}.

Strong Independence: per ogni A, B € 2N\ () e per ogni x € N\ (AU B)
AJB& AU{x} OJBU{x}.

Cardinality-based J¢: per ogni A, B € 2V )\ 0§,
Adc Bse |Al > |B].

{x1,x0,x3} Oc {x1, %} ~c {x1,x3} ~c {x,x3} Oc {x} ~c {xi} ~c {x3}

1

Indirect-utility first:

{x1, %2, x3} 3 {x1, %} > {xxs} 0 {xat Op {xe, xs} 00} 30 {xs}

Cardinality-first:

{x1, %2, %3} T {x1. %2} ~¢ {x1,x3} 0 {x, x3} Te {xa} e} J€ {xs}
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Approccio

Scelta di un Insieme di Elementi

Scelta di un Insieme di Elementi

La decisione finale dell'agente comporta la scelta di un insieme di oggetti.
Problema di ammissione al college

— ordinamento su N; = {A €2V \ 0 | |A| = q}.

Assiomi (Bossert)

Responsiveness(RESP): per ogni A € Ny, per ogni x € A,
perogniy € N\ A, AJdg (A\{x})U{y} & x=y.

Fixed-Cardinality Neutrality: per ogni A, B € Ny, per ogni mappa
w:AUB — X e perognix € A,y € B,

(x =y & o(x) = p(y)) = (Adg B & p(A) dg ©(B)).

1

lexicographic rank-ordered rule

n=3: {x,x} 2 {x1,x3} To {x2,x3}



Approccio Assiomatico Scelte in di Completa Ince
L di
Scelta di un Insieme di Elementi

Limiti dell’Approccio Assiomatico

@ L'approccio assiomatico modella diversi scenari definendo un sistema
di assiomi plausibili che caratterizzano un certo preordine completo;

@ RESP non ammette effetti di incompatibilita e complementarieta tra
gli oggetti che invece vorremmo considerare;

@ tutti i preordini totali introdotti soddisfano RESP.
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Giochi Cooperativi e
Semivalori ord

Teoria dei Giochi Cooper Vi e

Giochi Cooperativi

Definizione

Dato N, insieme di n = |N| giocatori, un gioco cooperativo TU é
definito dalla coppia (N, v) dove v : 2N — R tale che v()) = 0.

Gn ~ R?~1 & I'insieme di tutti i giochi cooperativi a n giocatori.

Definizione

Un semivalore e una mappa 7 : Gy — RN,

7Ti(V) = Z psmi(s),

Se2M\{i}

mi(S) = v(SU{i}) —v(S), i ps("Y) =1, ps>0,0<s<n—1.

v

— @(v) fornisce la relazione di separabilita =, su N:
i%ﬂj@ﬂ'i(v) > 7Tj(V)
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Giochi Cooperativi e Semivalori
Semivalori ordinalmente equivalenti

Semivalori e Multilinear Extension Function

Definizione (Owen)

Sia v € Gy, £, :[0,1]” — R & /a multilinear extension function (MLE)

div:
fOarxa) =Y JIx J] @=x)v(S).

SCNieS jeN\S

0 Ox;

s

o Banzhaf 8: ps = 55, Bi(v) =2 B F(1/2,...,1/2);

n—s—1
)

e Shapley o: ps = ﬁ, oi(v) = ! O (x,...,x)dx;

e Binomiali ¢, 0 < <1: pys=0a’(1—a)
(pa)i(v) = 3—;(0[7...,a).

n

{vahicicn =1 =271 Njpa; con 37 N =1
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Giochi Cooperativi e Semivalor
Semivalori ordinalmente equivalenti

Semivalori ordinalmente equivalenti

Un gioco v € Gy & detto:

o weakly complete se |a relazione weak desirability (i=4) & totale
’#d./<:> Ci,s(V) > Cj,s(v); 520713"'7’7_ 13
Cis(v) = Yigs si=s(V(S U{i}) = v(5));

o semicoherent se la relazione circumstantial (’=¢) & totale

.
i~cje gep,-.p) = gelp.-.p), pE€(0,),
i=cje gep,--p) > ge(p,--.p), pE(0).

Teorema

Sia v € Gy:

o v é weakly complete < tutte le relazioni di separabilita su N date
dai semivalori regolari coincidono;

@ v e semicoherent <> tutte le relazioni di separabilita su N date dai | i,
semivalori regolari binomiali coincidono. \“
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Estensioni allineate ai Semivalori

Estensioni allineate ai
Semivalori
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Appro

Teoria dei Giochi Cooperativi e
Estensioni allineate ai Semivalori
Conclusioni

Preferenze e funzione d'utilita

Definizione

Dato = su X, u: X — R é una funzione di utilita associata a = se

u(x) > uy) & x=y.

@ Trasformazioni isotone di funzioni di utilita danno origine ad altre
funzioni di utilita;

@ dato O su 2V, una sua funzione di utilita & v € Gy.

Definizione

SiaGgn(@)={uvedn: u(S)>u(T)= ST}
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Appro

Teoria dei Giochi Cooperativi e
Estensioni allineate ai Semivalori
Conclusioni

Preordini totali wP-allineati

Definizione

Sia 7P un semivalore e = un preordine totale su N. Un preordine totale
1 su 2V & detto nP-allineato se per ogni i,j € N:

o i=je{i} 3L}

o iz j Vv egyD) rl(v) > mP(v).

1

4

OBIETTIVO: caratterizzare le estensioni su 2V che permetto interazioni
tra gli oggetti senza cambiare la classifica su .
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Teoria dei Giochi Cc ativi e
Estensioni allineate ai

N = {1,2,3}

7P (V) =7P(v) = £053 pelis(V) =61 s(V)] = 028 %11 | Lsexy d5(v)]
con dS(v) = v(SU{i}) = (S U/} € xe1 = ps + P,

n=3=aP(v) =7 (v) = a(v({i}) = v({i}) +xe(v({i. k}) = v({j, k})).

Teorema

@ 1 é p-allineato per ogni semivalore se e solo se per ogni coppia di
oggettii,j {i} 2 {j} e{i,k} 3 {j, k} oppure {i} ~{j} e
{i k}~{j, k)

@ I é p-allineato con i semivalori tali che p, > p, se e solo se
almeno per una coppia di oggetti i,j {i} 3 {j,k} 2 {i,k} 2 {j}, e
per le restanti coppie vale il punto (1);

@ 1 é p-allineato con i semivalori tali che p, # 1 se e solo se almeno
per una coppia di oggetti i,j {i} 3 {j} e {i,k} =~ {j, k}, e perle
restanti coppie vale punto (1); s

@ in tutti gli altri casi 3 é p-allineato solo se p, = 1. \j’

v
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er certi semivalori
tutti semivalori

Estensioni allineate ai Semivalori ne Shuffle Games
e Sh sames

Allineamento per certi semivalori

o i j & veGn(T) Shog Mdge(di) = 30 g (d),
se ogni v € Gy(3) & un gioco semicoherent, J & allineato rispetto ai
semivalori che possono essere scritti come combinazione convessa di
{Pahr<k<ni

e ¢ allineato a (1,0,...,0) o ad un sottoinsieme chiuso e convesso
del simplesso almeno bidimensionale.
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rti semivalori
ti semivalori

Estensioni allineate ai Semivalori

Allineamento per un semivalore fissato

Se X541 = ps + Ps+1 SONO quantita razionali, J & p—allineato se e solo se
soddisfa la proprieta p—WPR.

Proprieta

p-WPR:Vi,j € N ({i} 3 {j} & 0P(x;,i) I 0P(Xy,)))

SEZ,'J'Z
SUu{it3Su{ita---35u{iy3...,
|Sk| = sk
0°(S;.1) = (SLU i} SLULL S Ui, Sy U i) 0),

Xs, volte Xs, volte

N=1{1,2,3},3>2>1,
{1,2,3} 2 {3} 2{2} 2{1,3} 2 {2,3} 3 {1} 3{1,2} 0.
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Allineamento per tutti semivalori: condizioni sufficienti

Proposizione

Se O soddisfa RESP, O é p-allineato per ogni semivalore.

Proprieta
PR:Vi,je N ({i} 3 {j} & 0(X;,i) 2 0(%3,/)) s=0,...,n—2.

U7

Proposizione

Se O soddisfa PR, 1 é p-allineato per ogni semivalore.

N=1{1,234},1~2>3~4,

(1,2,3,4) 7 {1,2,3} = {1,4,2) 71 {1,4,3} ~ {2,3,4}
{12} 7 (2,3} ~ {1,4} T {1} ~ {2}
{1,3} ~{2,4} O {3} ~ {4} 2 {4,3} T0.
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. . . . . . neamento pel
Estensioni allineate ai Semivalori ©

aratterizzazion

Ordine totale RESP e non PR

Proposizione
Sian=4,i»j> 1> k. Se é un ordine totale RESP <> PR.

N=1{1,2345},1-2~3=4%~5

{1,2} 3 {4,3} 2 {1,5} 2 {2,3} 2 {1,4} 2 {2,5} 2 {1,3} O {2,4} O
{3,5} 7 {4,5}.

{1y a{2} {3} {4} o{5} 3{1,2} o{4,3} 0{1,5} 3{2,3} O
{1,4} 2 {2,5} 3{1,3} 2{2,4} 3 {3,5} 2{4,5} 2{1,2,3} O
{1,2,4} 2 {1,2,5} 3 {1,3,4} 2 {1,3,5} 3 {1,4,5} 0 {2,3,4} O
{2,3,5} 1{2,4,5} 1 {3,4,5} O
{1,2,3,4} 3{1,2,3,5} 2 {1,2,4,5} 3 {1,3,4,5} 2 {2,3,4,5} 3
{1,2,3,4,5} 30 3

verifica PR ma non RESP.
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Ordine totale allineato ad ogni semivalore né RESP né PR

N =1{1,2,3,4}, {4} 2 {3} 2 {2} o {1}
{1,2,3,4} 03{2,3,4} 23,4} 2 {4} {3} 2{2} 0{2,4} 0 {1,4} O
{1,3} 32,3} 3{1,3,4} 0{1,2,4} 3{1,2,3} 3 {1,2} o {1} 2 0.
m(v) — 7b(v) =
(P° + P1)(v(3) = v(2)) + (p' + P*)(v(1,3) — v(1,2))+
(pl + pz)(v(374) - V(274)) + (P2 + p3)(v(1,3,4) - V(la 2’4)) >0,
mB(v) — mi(v) =
(P + p1)(v(4) — v(3)) + (p" + P2)(v(1,4) — v(1,3))+
(pl + p2)(v(274) - V(2’3)) + (,D2 + p3)(V(1,2,4) - V(la 2’3)) >0,
T8 (v) —m(v) =
(P° + p! + p? + pP) min{[v(2) — v(1)], [v(2,3,4) — v(1.3,4)]} >
(p* +P*)(v(1,3) = v(2,3)) > 0.




Teoria dei Giochi Coo
Estensioni allineate ai

Allmeamento per tutti sel
Caratterizzazione Shuffle Game

Proprieta
DPR:Vi,j e N ({i} 2 {j} & 6(D;,i) 2 0(D5,j)) s=0,...,n—2.

Dy =505 " pers=0,...,n—3eDj > =572

Teorema

_ soddisfa DPR se e solo se 1 é p-allineato per ogni semivalore.

Corollario

Se 1 & p-allineato per ogni semivalore — ogni v € Gn(Z) & un gioco
weakly complete.

@ Se ogni v € Gy(d) & un gioco weakly complete, J non &
necessariamente allineato con ogni semivalore;

@ v puo essere weakly complete senza che il corrispondente ordine
soddisfi DPR.
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i Giochi Coo ivi
Estensioni allineate a;

Inseparabilita per Semivalori e Shared Kernel

Definizione

Due giochi v,v' € Gy sono detti inseparabili per semivalori (v = v') se
w(v) = w(v') per ogni semivalore m on Gy.

vav eVra(lv—v)=0—Cy={vegy|Vrn(v)=0}

Teorema

Lo Shared Kernel Cy ha dimensione 2" — n?> + n — 2.

Una base & data dagli shuffle games vs : 2V — {—1,0,1} con
2 < s < n-—2, con almeno due absent players o un absent player e last
player s 4 2:

Vs = €s + Esu{f/(S),I (S)NLF(S)I(S)} — ESULF(SI\{F(S)} — ESULI(S)I\{I(S)} (4

es(T)=1,5e S = T es(T) = 0 altrimenti.



Estensioni allineate ai Semivalori q .
Caratterizzazione Shuffle Games

Proprieta degli Shuffle Games

V{1,4}1,432 = €{1,4} T €23} — €34} — €{1,2}
{1,4} ~{2,3} O0--- 3{3,4} ~{2,1}
V(2,412,431 = €{2,4} T €{1.3} — €(4,3} — €[2,1}
{2,4} ~{1,3}3---3{3,4} ~{2,1}
V{1,35},1,5.42 = 11,3,5} ~ {2,3,4} 3 --- 3 {3,4,5} ~ {1,2,3}

@ preordini totali indotti non sono RESP;

@ soddisfano PR e DPR sotto determinate condizioni.
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Conclusioni

Conclusioni

@ Le estensioni ottenute con |'approccio assiomatico soddisfano tutte
RESP;
@ PR e DPR permettono effetti interattivi di diversa natura tra gli
oggetti:
o n=3 RESP+-PR+DPR,
o n=4 RESP++PR se ordine totale;

@ se I ¢ allineato per tutti i semivalori, ogni v € Gy(3) & un weakly
complete game;

@ se ogni v € Gy(3) & semicoherent, 1 & allineato ai semivalori
esprimibili come combinazione convessa della base formata dai
semivalori binomiali regolari;

@ caratterizzazione degli shuffle games e degli ordini tricotomici e
dicotomici;

@ input per studiare relazione tra i sottoinsiemi Cy e Gn(3) dal punto
di vista geometrico.
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