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Giochi cooperativi

Giochi cooperativi
N insieme dei giocatori.
v : 2N → R funzione di utilità, tale che v( /0) = 0.

Spazio vettoriale di tutti i giochi su N: GN ' R2n−1

Giochi semplici

v è monotono: v(S)≤ v(T ) se S ⊆ T
v : 2N →{0,1}
v(N) = 1
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Soluzione

Soluzione
ϕ : GN → Rn t.c. ϕi (v) è la quantità assegnata al giocatore i nel gioco v .

Proprietà:
linearità: ϕ(v +w) = ϕ(v) + ϕ(w) e ϕ(λv) = λϕ(v);
positività: se v è monotono allora ϕi (v)≥ 0∀i ;
efficienza: ∑i∈N ϕi (v) = v(N);

simmetria: per ogni permutazione ϑ su N

ϕi (ϑv) = ϕϑ(i)(v)

dove (ϑv)(S) = v(ϑ(S));
dummy player: v(S ∪{i}) = v(S) + v({i}) per ogni S , allora
ϕi (v) = v({i}).
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Indici di potere

Shapley

σi (v) = ∑
S⊆Nr{i}

s!(n− s−1)!

n!
[v(S ∪{i})− v(S)]

Lineare, simmetrico, soddisfa dummy player ed è efficiente.

Banzhaf

βi (v) = ∑
S⊆Nr{i}

1
2n−1 [v(S ∪{i})− v(S)]

Lineare, simmetrico, soddisfa dummy player.
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Valori probabilistici

Valori probabilistici
ϕ : GN → Rn lineari, positivi che soddisfano dummy player.

Teorema
ϕ è un valore probabilistico se e solo se per ogni i ∈ N esistono
{pi

S}S⊆Nr{i} tali che pi
S ≥ 0, ∑S⊆Nr{i} pi

S = 1

ϕi (v) = ∑
S⊆Nr{i}

pi
S [v(S ∪{i})− v(S)].

Probabilistici + efficienza =⇒ quasivalue.
Probabilistici + simmetria =⇒ semivalue.
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Semivalue

Semivalue
ϕ : GN → Rn lineari, positivi, soddisfano dummy player e sono simmetrici.

Teorema
ϕ è un semivalue se e solo se esistono {ps}s=0,...n−1tali che ps ≥ 0,
∑

n−1
s=0
(n−1

s

)
ps = 1

ϕi (v) = ∑
S⊆Nr{i}

ps [v(S ∪{i})− v(S)].
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Senato della Repubblica

Giochi di maggioranza v = [q;w1, . . . ,wn]

v(S) = 1 ⇐⇒ ∑
i∈S

wi ≥ q.

v = [161;108,91,50,20,16,16,10,10]

Partito % Seggi Shapley Banzhaf
Partito Democratico 33.65 33.8 32.14
Popolo delle Libertà 28.35 26.19 25.00

5 Stelle 15.58 21.42 23.21
Scelta Civica 6.23 5.24 5.36
Lega Nord 4.98 3.33 3.57
Misto 4.98 3.33 3.57

Grandi Autonomie 3.11 3.33 3.57
Per le Autonomie 3.11 3.33 3.57
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Altri semivalue

q-binomiale

φi (v) = ∑
S⊆Nr{i}

qs(1−q)n−s−1[v(S ∪{i})− v(S)]

Dittatoriale

p0 = 1
ps = 0

per ogni
s = 1, . . . ,n−1.

Marginale

ps = 0
pn−1 = 1

per ogni
s = 0, . . . ,n−2.
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Valori modificati

Definizione
Se ϕ è un semivalue con coefficienti ps , il semivalue ϕm2

m1
è dato dai

coefficienti

p′s =


ps

∑
m2
j=m1

pj(n−1
j )

se s ∈ [m1,m2]

0 altrimenti.

Shapley modificato:

p′s =
1

(m2−m1 +1)
(n−1

s

)
Banzhaf modificato:

p′s =
1

∑
m2
j=m1

(n−1
j

)
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Esempio: Senato della Repubblica

PD PdL 5 Stelle Sc. Civica Altri

β = β 7
0 32.14 25 23.21 5.357 3.571

β 1
0 ,β

1
1 50 50 0 0 0

β 2
0 ,β

2
1 37.5 25 18.75 6.25 3.125

β 3
3 ,β

4
3 ,β

4
4 30.0 25.0 25.0 5.0 3.75

β 4
2 ,β

5
3 31.05 24.74 24.21 5.263 3.684

β 6
5 ,β

7
5 37.5 25 18.75 6.25 3.125

β 6
6 ,β

7
6 50 50 0 0 0

Tabella : Indice di Banzhaf modificato
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Semivalue su G

G spazio dei giochi finiti
U universo dei giocatori.
v : 2U → R ed esiste N finito tale che ∀S ⊂ U, v(S) = v(S ∩N).

A G - Giochi additivi: v(S ∪T ) = v(S) + v(T )

Semivalue su G

ϕ : G →A G che soddisfa:
linearità;
simmetria: ϕ ◦ϑ = ϑ ◦ϕ per ogni permutazione ϑ ;
monotonia: v monotono =⇒ ϕ(v) monotono;
proiezione sugli assi: se v ∈A G allora ϕ(v) = v .
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Semivalue su Giochi di Unanimità

Giochi unanimità
Per ogni coalizione S :

uS(T ) =

{
1 S ⊆ T
0 altrimenti

Sequenza completamente monotona

Una sequenza {µn}∞
n=0 è completamente monotona se µn ≥ 0 e

(−1)k∆k
µn = (−1)k

k

∑
j=0

(−1)j
(
k
j

)
µn+k−j ≥ 0

per ogni k ,n = 0,1,2, . . . .
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Semivalue su Giochi di Unanimità

Teorema
L’operatore ϕ definito sulla base dei giochi d’unanimità

ϕ
α
i (uS) =

{
αs se i ∈ S
0 altrimenti

e esteso linearmente su tutto lo spazio G è un semivalue se e solo se
α1 = 1 e la sequenza αs è completamente monotona.

a-value

σ
a
i (uS) =

{
1
sa se i ∈ S
0 altrimenti

indice di Shapley per a = 1.

Valori q-binomiali

φi (uS) =

{
qt−1 se i ∈ S
0 altrimenti

indice di Banzhaf per q = 1
2 .

Giulia Bernardi Indices on cooperative games 26 Novembre 2013 13 / 15



Applicazioni

Biologia
Stabilire quali geni siano responsabili di malattie:
geni come giocatori → semivalori forniscono una classifica.

Scelte sociali

Dato < preordine totale su 2N

V (<) = {v : v( /0) = 0 e v(S)≥ v(T ) ⇐⇒ S < T}

I semivalori forniscono un ordine sugli elementi di N:
dato un preordine totale su N estenderlo su 2N ;
dato un preordine totale su 2N restringerlo su N.
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